
换元积分法

高等数学 I-信息、统计外招

Weiwen Wang(王伟文)

暨南大学

2025 年秋季学期

课程网页



第一类换元法

设 f (u) 具有原函数 F(u), 即

F′(u)= f (u)
∫

f (u)du=F(u)+C

考虑形如 ∫
f [φ(x)]φ′(x)dx (♠)

的积分.
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第一类换元法

因为 dφ(x)=φ′(x)dx, 代入不定积分(♠), 得到∫
f [φ(x)]dφ(x) (♣)

记 φ(x)= u, 不定积分(♣)可改写为∫
f (u)du=F(u)+C=F[φ(x)]+C.
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第一类换元法

定理 1
设 f (u) 具有原函数, u=φ(x) 可导, 则有换元公式∫

f [φ(x)]φ′(x)dx=
[∫

f (u)du
]

u=φ(x)

对一般的不定积分
∫

g(x)dx,
:::::::
有一些可以化为

∫
f [φ(x)]φ′(x)dx

的形式.
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例 1
求

∫
2cos2xdx

解 ∫
2cos2xdx=

∫
cos2x ·(2x)′dx︸ ︷︷ ︸

d(2x)

=
∫

cos2xd(2x)

记 u= 2x, 代入上式可以得到∫
cos2xd(2x)=

∫
cosudu= sinu+C= sin2x+C.
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例 2
求

∫ 1
3+2xdx

解 ∫
1

3+2x
dx=

∫
1
2
· 1
3+2x

(3+2x)′dx︸ ︷︷ ︸
d(3+2x)

= 1
2

∫
1

3+2x
d(3+2x)

记 u= 3+2x, 代入上面的不定积分

1
2

∫
1

3+2x
d(3+2x)= 1

2

∫
1
u

du= 1
2

ln |u|+C= 1
2

ln |3+2x|+C.

Weiwen Wang(王伟文) (暨南大学) 高等数学 I 2025 年秋季学期 6 / 25



例 2
求

∫ 1
3+2xdx

解 ∫
1

3+2x
dx=

∫
1
2
· 1
3+2x

(3+2x)′dx︸ ︷︷ ︸
d(3+2x)

= 1
2

∫
1

3+2x
d(3+2x)

记 u= 3+2x, 代入上面的不定积分

1
2

∫
1

3+2x
d(3+2x)= 1

2

∫
1
u

du= 1
2

ln |u|+C= 1
2

ln |3+2x|+C.

Weiwen Wang(王伟文) (暨南大学) 高等数学 I 2025 年秋季学期 6 / 25



例 2
求

∫ 1
3+2xdx

解 ∫
1

3+2x
dx=

∫
1
2
· 1
3+2x

(3+2x)′dx︸ ︷︷ ︸
d(3+2x)

= 1
2

∫
1

3+2x
d(3+2x)

记 u= 3+2x, 代入上面的不定积分

1
2

∫
1

3+2x
d(3+2x)= 1

2

∫
1
u

du= 1
2

ln |u|+C

= 1
2

ln |3+2x|+C.

Weiwen Wang(王伟文) (暨南大学) 高等数学 I 2025 年秋季学期 6 / 25



例 2
求

∫ 1
3+2xdx

解 ∫
1

3+2x
dx=

∫
1
2
· 1
3+2x

(3+2x)′dx︸ ︷︷ ︸
d(3+2x)

= 1
2

∫
1

3+2x
d(3+2x)

记 u= 3+2x, 代入上面的不定积分

1
2

∫
1

3+2x
d(3+2x)= 1

2

∫
1
u

du= 1
2

ln |u|+C= 1
2

ln |3+2x|+C.

Weiwen Wang(王伟文) (暨南大学) 高等数学 I 2025 年秋季学期 6 / 25



例 3
求

∫ x2

(x+2)3 dx

解 ∫
x2

(x+2)3
dx=

∫
(x+2)2 −4(x+2)+4

(x+2)3
·(x+2)′dx︸ ︷︷ ︸

d(x+2)

=
∫

(x+2)2 −4(x+2)+4
(x+2)3

d(x+2)

记 u= x+2, 代入上式∫
(x+2)2 −4(x+2)+4

(x+2)3
d(x+2)=

∫
u2 −4u+4

u3 du=
∫

1
u

du−4
∫

1
u2 du+4

∫
1
u3 du

= ln |u|+ 4
u
− 2

u2 +C

= ln |x+2|+ 4
x+2

− 2
(x+2)2

+C
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例 4
求

∫
2xex2

dx

解 ∫
2xex2

dx=
∫

ex2
(x2)′dx=

∫
ex2

d(x2)

记 u= x2, 代入上式得到∫
ex2

d(x2)=
∫

eudu= eu +C= ex2 +C
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例 5
求

∫
x
p

1−x2dx

解∫
x
√

1−x2dx=−1
2

∫√
1−x2(1−x2)′dx=−1

2

∫√
1−x2d(1−x2)

令 u= 1−x2, 代入上式得到

−1
2

∫√
1−x2d(1−x2)=−1

2

∫p
udu=−1

2
· 2
3

u
3
2 +C=−1

3
(1−x2)

3
2 +C
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例 6
求

∫ 1
a2+x2 dx(a 6= 0)

解 ∫
1

a2 +x2 dx=
∫

1
a2

1

1+
(

x
a

)2 dx= 1
a

∫
1

1+
(

x
a

)2 d
(

x
a

)

= 1
a

arctan
x
a
+C.
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例 7
求

∫ dxp
a2−x2 (a> 0)

解 ∫ dxp
a2 −x2

dx=
∫

1
a

dx√
1−

(
x
a

)2
=

∫
1√

1−
(

x
a

)2
d

(
x
a

)

= arcsin
x
a
+C
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例 9
求

∫ dx
x(1+2lnx)

解 ∫ dx
x(1+2lnx)

= 1
2

∫ d(1+2lnx)
1+2lnx

= 1
2

ln |1+2lnx|+C.
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例 10
求

∫ e3·pxp
x dx

解 ∫
e3·px
p

x
dx= 2

3

∫
e3·pxd(3

p
x)= 2

3
e3·px +C.
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随堂练习

使用第一类换元积分法求解下列不定积分

(1)
∫

sin(ax)dx (a 6= 0)

(2)
∫ 1

2+2xdx

(3)
∫

cos(cosx)sinxdx

(4)
∫

esinx cosxdx

(5)
∫ sinx

1+cosxdx

(6)
∫ 1

3px2[1+( 3px)2]
dx
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随堂练习

使用第一类换元积分法求解下列不定积分

(1)
∫

sin(ax)dx (a 6= 0) =−1
a cos(ax)+C

(2)
∫ 1

2+2xdx = 1
2 ln |2+2x|+C

(3)
∫

cos(cosx)sinxdx =−sin(cosx)+C

(4)
∫

esinx cosxdx = esinx +C

(5)
∫ sinx

1+cosxdx = ln |1+cosx|+C

(6)
∫ 1

3px2[1+( 3px)2]
dx = 3arctan 3

p
x+C
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第二类换元积分法

∫
f (x)dx

令x=φ(t)=⇒

∫
f [φ(t)]dφ(t)=

∫
f [φ(t)]φ′(t)dt
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定理 2
设 x=φ(t) 是单调的可导函数, 并且 φ′(t) 6= 0. 又设 f [φ(t)]φ′(t) 具
有原函数, 则有换元公式∫

f (x)dx=
[∫

f [φ(t)]φ′(t)dt
]

t=φ−1(x)

其中 φ−1(x) 是 x=φ(t) 的反函数.

将 t=φ(t) 代入等式右边, 两端同时关于 x 求导, 利用反函数
求导法则即可证明等式成立.

φ(t) 的单调性确保其反函数 φ−1(x) 存在.
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例 21
求

∫p
a2 −x2dx (a> 0)

解 要使上述积分有意义, 则 −a≤ x≤ a.
令 x= asint, −π

2 ≤ t≤ π
2 , 则∫√

a2 −x2dx=
∫√

a2 −a2 sin2 t d(asint)= a2
∫

cos2 tdt

= a2
∫

1+cos2t
2

dt

= a2
∫

1
2

dt+ a2

4

∫
cos(2t) d(2t)

= a2t
2

+ a2 sin2t
4

+C
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又因为 x= asint, −π
2 ≤ t≤ π

2 , 故

t= arcsin
x
a

−a≤ x≤ a

acost=
√

a2 −a2 sin2 t=
√

a2 −x2 −π

2
≤ t≤ π

2

因此 ∫√
a2 −x2dx= a2t

2
+ a2 sin2t

4
+C

= a2

2
arcsin

x
a
+ a2

4
2costsint+C

= a2

2
arcsin

x
a
+ 1

2
x
√

a2 −x2 +C.
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例 24
求

∫ p
a2−x2

x4 dx (a 6= 0)

解 令 x= 1
t , 代入所求不定积分.

∫ p
a2 −x2

x4 dx=
∫√

a2 − 1
t2 · t4 ·d

(
1
t

)
=

∫√
a2t2 −1 · 1

|t| · t
4
(
− 1

t2

)
dt

=−
∫

(a2t2 −1)
1
2 |t|dt
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∫ p
a2 −x2

x4 dx=−
∫

(a2t2 −1)
1
2 |t|dt

当 x> 0, 即 t> 0,

∫ p
a2 −x2

x4 dx−=
∫

(a2t2 −1)
1
2 tdt

=−
∫

(a2t2 −1)
1
2 · 1

2a2 · (a2t2 −1)′dt

=− 1
2a2

∫
(a2t2 −1)

1
2 d(a2t2 −1)

=− 1
2a2 · 2

3

(
a2t2 −1

) 3
2 +C

=− 1
3a2x3

(
a2 −x2

) 3
2 +C
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当 x< 0 时, 有相同的结果. 综上,

∫ p
a2 −x2

x4 dx=− 1
3a2x3

(
a2 −x2

) 3
2 +C
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新增常用不定积分公式 (a>0)

(1)
∫ dx

x2+a2 = 1
a arctan x

a +C

(2)
∫ dx

x2−a2 = 1
2a ln

∣∣∣x−a
x+a

∣∣∣+C

(3)
∫ dxp

a2−x2 = arcsin x
a +C

(4)
∫ dxp

x2+a2 = ln(x+
p

x2 +a2)+C

(5)
∫ dxp

x2−a2 = ln |x+
p

x2 −a2|+C
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例 26
求

∫ dxp
4x2+9

∫ dxp
4x2 +9

=
∫ dx√

(2x)2 +32

=
∫

1
2

d(2x)√
(2x)2 +32

= 1
2

ln(2x+
√

4x2 +9)+C
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作业

教材习题 4-2: 1(1)(3)(5)(7)(14);
2(1)(3)(4)(7)(8)(9)(10)(21)(30)(31)(34)(36)(37)
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